Gorrections Sawvoirs Si. 3

Corrige Fxercice 7

1) a) u, = 3n?et lim 3n? = +o, donc d’aprés le théoréme de comparaison : lim u, = +oo.

n—+oo n—-+oo
b) u, < —2vn et lim — 2v/n = —, donc d’aprés le théoréeme de comparaison, ona lim u, = —oo.
n—+oo n-+oo
c) u, < e™mais lim e™ = 400, on ne peut rien en conclure.
n—+oo
d) Comme u, <1—net lim (1 —n) = —oo, donc par le théoréeme de comparaison : lim u, = —o.
n—+oo n—-+oo

lim n? = 4o

e)y ot donc, par produit de limites, ona lim n?(1 —n) = —oo.
liml—-n=-w n—+oo
n—+oo
Or u, <n?(1—n), donc par le théoréme de comparaison :ona lim u, = —oo.
n—--+oo
lim n = 4o
n—+oo . . 1\
f) _ N 1 Donc, par somme de limites, ona lim (n + (—) ) = +o0.
lim (—) =0 car - €] - 1;1] n—+oo 2
n—+oo \2 2
1\" . .
Or u, =2n+ (E) , donc par le théoreme de comparaison : 11r+n u, = +oo.
n—->+oo
g) u, =2 —nmais lim 2 —n = —oo, on ne peut rien conclure.
n—+oo

h)Onab5 > 1 donc ler 5" = 400, Or u, = 5", donc par le théoreme de comparaison :
n—->+oo

lim u, = +oo.
n—-+oo

2) a) Ona lim (1—1)=1et lim (1+1)=1

n—+oo

Orl—- < u, <1 + , donc par le théoreme des gendarmes : IIIP u,=1.
n—>+0oo

n n
b) Ona lim G) =Ocar%€]—1;1[ et lim (g) =0 carge]—l;l[.

n—+oo n—-+oo

1 2\" L .
Or (E) <u,< (5) , donc par le théoreme des gendarmes : lujp u,=0.
n—+oo

. 2 1\" 1 . 1\"
c) Ona nl_lgloo(l -3 X (E) ) = 1carze] - 1,1[etnl_1)r£100(2 + (E) ) =2.
Il ne s’agit pas de la méme limite, on ne peut rien conclure.

n n 1 n

d) On anz+1 - 2(1+i) - (1 n_lz) donc nl—lgloo ne1 0.
On a alors nl_lHloo (4 - +1) = n1—1>Too (4 + _) =4
Or4 — 211 <u,<4 t— , donc d’apres le théoréme des gendarmes : lim u,, = 4.

n-+oo

e) Ona lim e =0et lim e™ = 4o on ne peut rien conclure .
n—-+oo n—+oo

f) Ona Ilim iz =0et lim iz =0 et— <u, S — , d’aprés le théoréme des gendarmes : lim u,, = 0.

n-+oco N n-+oco N n-+oo



3)a) Ona u, =n—1et lim (n— 1) = 4+, donc par le théoréme de comparaison : lim u, = +oo.

n—-+oo n—-+oo

b)Ona lim (2—i)=2et lim (2+in)=2.

n—> e} n—+oo
Or2——<u, <2 + —, donc par le théoreme des gendarmes : lim u,, = 2.
n—+oo
c) Ona u, <2—n? et lim (2 —n?) = —oo, donc par le théoréme de comparaison : lim u, = —oo.
n—-+oo n—-+oo

d)Ona lim (5 + %) =5et5<uy,<5 + , d’aprés le théoreme des gendarmes : lim u,, = 5.

n—+oo n—-+oo

1
n

2n 2 2n N 2n+1 2+ 2n+1
) S5—-=—F—35 donc lim ——=0, deméme——= donc lim =—=0.
n<+1 n(1+—2) n-+o Nne+1 n<+1 n(1+—2) n-+oo n-+1
n n
n 2n
Or 5—<u, <—5— donc par le théoreme des gendarmes : lim u,, = 0.
n<+1 n2 n-+oo

f) Ona u, =Inn et lim Inn = 4o, donc par le théoreme de comparaison : lim u, = +oo.
n—+oo n-+o

Corrigé Fxercice 8

1) On a pour tout entier natureln: n>+1>n? = Vn2+1=>vVn?2 = U, = ncar laracine carrée est
croissante. Or lim n = 4o donc, d’aprés le théoreme de comparaison, lirP u, = +oo,
n—> oo —> oo

2) On a, pour tout entier natureln, —1 < (—1)" <1 = -3n2-1<wv, <-3n?+1.

Doncv, < —3n? + 1. Or lim (—3n2) = —ee donc, le théoréme de comparaison lim v,, = —oo.
n—+eo n—+oo
. 1 1 1 1
3) On a, pour tout entier natureln: —1<cosn<1 = - = co:n S-S no-sSwpsnt—.
- 1 . 1
Donc en particulier n — = ~ S Wy Or lim n=+eet lim -==0.
n—+oo Nn—-+eo N
1 L . .
Donc par somme de Ilmltes lim (n - ;) = 4o et, par le théoréme de comparaison, ler w, = +oo.
Nn—+oo n—-+oo
4) Pourn > 0,0na —n;cl <0 etdonc a, <b, Or hIP (—n3) = —eo donc, d’apres les théorémes de
—+4-co
comparaison, lim a, = —co.
n—-+oo
5) Initialisation : Pourn = 0, u,, = uy, = 1 > 02 La propriété est vraie au rang 0.
Héréd. : Sila propriété u,, > n? est vraie pour n = p, alors on a Tupy > p2.
Alorspourn=p+1,0na:
D’une part D’autre part
Up =Uppq = U, +2p +1 n=(@P+1)%=p*+2p+1

u, >p*donc u, +2p+1>p*+2p+1
Etdoncuyyq > p?+2p+1

Onaainsi ugyq) = (p + 1)2 La propriété est vraieaurangp + 1
Conclusion : Pour tout entiern > 0, ona u, = n?

Or lim n? = 400 donc, d’aprés le théoréme de comparaison, ona: lim u, = +o
n-o+eo n—+oo



Corrige Fxercice 9

1) Pourtoutentiernona: —1<(-1D)"<1 = 2<3+4+(-D"<4 > %Sunss

.2 .4
Or lim == lim == 0 Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim u, = 0.
Nn-o+eo N Nn—o+eco N n—-+oo

2) Pourtoutentiernona: —1<cosn<1l = n—-1<n+4+cosn<n+1 => —<

$1_1<n+cosn<1+_
n

n

Or lim (1 — Z) = lim (1 + %) =1 Donc, d’apres le théoréeme des gendarmes, lirP v, = 1.
n—-+oo

n—+oo n—-+oo

1 1 \" 1\" 1
30na:n>1 = 1+n22 = 0<——<1 = = 0<(—) s(—) > 0<w,<—

2 1+n 2 2n
(car (x » x™) est croissante sur R™).

. 1 N C s .
Or lim — =0 Donc, d’aprés le théoreme des gendarmes, lim w,, = 0.
n—+eo 2™ n—+eo

15 21

4) a) Initialisation : Pourn = 1,0onau, = u; = ez + S = e = 0,7 donc
La propriété 0 < u,, < 1 est vraie aurang 1.
Héréd. : Sila propriété 0 < u, < 1 estvraiepourn =p,alorsona:0<wu, <1
— . — — eup
Alorspourn=p+1,0na:u, =upy = e
1 1 u e'r _ e"r e'p
Oronap=21=>p+2=23 > 0<ms— etcommee” > 0,0ona: 0<—2<T:,~O<uer <T'
Aussi 0 <u,< 1= e <e'r <el > 1<e¥ <e carlexponentielle est croissante.
Up
Alors 0 <uy,q < eT = 0<upyq Sg avec Sz 0,9 donc 0 <wupyy < 1.
La propriété 0 < u, < lestvraieaurangp + 1
Conclusion : Pour tout entiern > 1,ona 0 <u, <1
3 3
b) Comme dans la question precedente ona:0<uy, <1 =20< — N Upt1 S —.
n+2 n+2 n+2 n+2
. 3
c) Ona 11r£1 = 0 et0 <uysq < Donc d’apres le théoréme des gendarmes, (u,,) converge (et en
n—-+oo
I’occurrence elle converge donc vers O).
1
5) a) §,, an termes. Pour chaque terme, pour k € {1;2; ...;n},ona L L = .
) ) n q p { } n2+k n2(1+£) (1+k)

Or lim n = 4o et lim (1 +%) = 1 donc, par somme de limites lim n(l + )= +oo,

n—+coo n—+oo n-o+oo

Par quotient lim = 0 Chaque terme tend vers 0, on pourrait penser que la somme S,, tendra

n—+oo n(1+£2)
n

aussi vers 0... Mais est-ce certain ? Car quand on ajoute une infinité de petits riens...

b) Le plus petit des termes est celui de plus grand dénominateur, donc —

Le plus grand des termes est celui de plus petit dénominateur, donc nzn+1.

n e
et ce pour chacun des n termes, donc, en additionnant :

< <
n2+n — n2+k T n2+1
2 2 2 2 2 2
n n n n n 1 n n 1
<S,Snx =4 <S§S,=< Or = =—5 et = = .
n2+n — T T n2+1 nZ+n = "M T nZ41 n2+n n2(1+12) 1+= n2+1 n2(1+i) 14—
n n n n

On a donc, pour chaque terme

n X

De la méme fagon qu’a la question précédente, ona lim (1 + %) = lim (1 + %) =1.

n—+eo n—+oo

. 1 . . L
Donc lim —5 = lim — = 1 et, d’aprés le théoreme des gendarmes lim §,, = 1.
n—+oo 1+Z n—+oo 1+n_2 n—+oo

Comme quoi la somme d’une infinité de petits riens peut tendre vers quelque chose de non nul ©
La lecon a en tirer : la limite d’'une somme infinie n’est pas égale a la somme des limites de chaque terme...



Corrigé Fxercice 10: Ne'® Calédonie

1.d; = 2do+ 100 = 250 et ay = dg +5ao + 70 = 445

2. a. L'algorithme affiche bien D = 250
Mais pour A, il fait le calcul avec D=250 et non D=300 : soit A = 4—50 + 2—50 + 70 =420

b. Il suffit d’inverser I'ordre des deux calculs ; en calculant A d’abord, puis D

3.a.e,,1 = dyq — 200 = Gdn + 100) — 200 = 7 (e, + 200) — 100 = i +100 — 100 = e,

la suite (e,,) est bien géométrique, de raison %
1 n
b. Ona ey =dy— 200 =100 donc e, = 100 X (E)
n
Et par conséquent d,, = e,, + 200 = 200 + 100 X G)

n
c. Ona lim (3) =0 car; €] - 1;1[ donc lim d,, = 200 + 100 X 0 = 200
n—->—+oco

n—-+oo
La suite (d,,) est convergente de limite 200

4. a. Indication : il s’agit juste de vérifier le signe d’un po/ynéme du 2° degré...
On étudie lesignede: 2x? — (x +1)2=2x? —x?2—-2x—1=x*>-2x—1

A=8 = x =28 14 VZ~24etx,=1-V2~—04

Le ponnome est positif sur | —8; 1 —v2] U [1 +2; +oo[
En particulier, sur N,ona 2n?2 —(n + 1)? > 0 pourn > 3, etonabien 2n? > (n +1)?

b. Init. : Pourn = 4, ona 2™ = 2* = 16 d’une part et n®> = 42 = 16 d’autre part. L'inégalité 2™ > n?est vraie
au rang 4.
Héréd. : Si la propriété 2™ > n? est vraie pour n = p, alorson a : 2P > p?2.
Alorspourn=p+1,o0na:
D’une part D’autre part
2" = 2Pt = 2 x 2P > 2p? n? = (p + 1)?
Or on a démontré 3 la question précédente que, pour p > 3, on avait 2p% > (p + 1)2
Donc on a bien 2™ > n? : La propriété est vérifiée aurang p + 1.

Ccl : Pour tout nombre entier n >, on a bien 2" > n?

100n 100n

Z”_n2

n 1 100
Comme — = (1) ,celarevienta: 0 <100 n(—) < —
AL 2 2 n

cpourn>4ona2">n :>0< i2:> 0<

d. a, =100n (%)n+110 (%)n+340 o 110() +340<ansﬂ+110() + 340

Ona lim (ﬂ+110() +340)=0+110x0+340=340 .

n-—-+oo
donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim a, = 340.

n—-+oo



