Gorrections Sawvoirs Si. 4

Corrigé Fxercice 11

1) Démontrons que pour tout n, U, .1 < Uy.

Init. : Pourn = 0,0na Upyq = Uy =7 = 2,6 etu, = uy =5 donc la propriété u,,; < u, est vraie au
rang 0.

Héréd. : Si la propriété u, ., < u, est vraie pourn = p, alorsona: upq < Up.

Alorspourn=p+1,0na:

Up1 SUp D Uy F2=SUp+2 = \/upﬂ +2< \/up + 2 car laracine carrée est croissante.
Donc upyy < Upyq  alors la propriété est vraie au rang p + 1.

Ccl : Pour tout nombre entier n > 0, on a bien u,,,; < u,, donc la suite est décroissante.

2) Démontrons que pour tout n, v, .1 = vy,

Init. :Pourn=1,0ona vy =v,=2X2—1=3 etv, =v; =2 Lapropriété estvraie aurang 1.
Héréd. : Sila propriéteé v, = v, est vraie pour n = p, alorson a: v, = vy,

Alorspourn=p+ 1,ona:

Vpy1 2 Vp = 2Vpy — 1220, — 1 donc vy, = vy = La propriété est ainsi vérifiée au rang p + 1.

Ccl : Pour tout nombre entiern > 1, on a bien v,,.; = v,, donc la suite est croissante.

_ 2x _ x?-2x+1 _ (x—1)?
3 a.fl)=1 T a2 x%+41 x4

Donc f'(x) est positive et s’annule pour x = 1. La fonction est bien strictement croissante sur R.

b.Ona:u,,; = f(u,) ou f est la fonction de la partie A.
Initialisation : Pourn = 0,onau, =uy = letuy,,; =u; =1—-In(12+1)=1-1n2 = 0,3.

donc la propriété 0 < u,,; < u, < 1 estvraie aurang0.
Héréd. : Sila propriété 0 < u,q < u, <1 estvraiepourn =p,alorsona:0<u,,; <u, <1
Alorspourn=p+1:
On a montré en A que la fonction f était strictement croissante, donc : f(0) < f(up+1) < f(up) < f(1)
Avec f(0) =0—In1=0etf(1) =1—-In2<1,onendéduit: 0 <u,;; <u,;;<1-1In2
Avec1—1In2 <1, donc par élargissement 0 <u,,; <uyy; <1 Lapropriété estvraieaurangp + 1.
Conclusion : Pour tout entier natureln,ona 0 < Uy, <u, < 1.

La suite (u,,) est décroissante, minorée par 0 et majorée par 1.

Pour aller plus loin...

4) Montrons que pour tout n, Uy, 41 < Uy,.

Init. :Pourn=0,0na Uy = Uy = § X5+1= get U, = Uy =5. Lapropriété estvraie aurangO.
Héréd. : Si la propriété u, ., < u, estvraie pourn = p, alorsona:uy,1 < u,.
Alorspourn=p+1,o0na:

Upy1 S Uy = %upﬂ +1< %up + 1 alors Up,p < Upyq La propriété est alors vérifiée au rang p + 1.

Ccl : Pour tout nombre entier n > 0, on a bien u,,.; < u,, donc la suite est décroissante.
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1) a.Soit f:x = x%2 — 2x + 2. Ona pour tout n, U, 41 = f(u,).
Etudions alors le sens de variation de f : f est un polynéme du 2% degré. Avec x5 = ;;a =let f(1)=1,1le
tableau de variation de f est donc:

x —00 1 2 400 Vous pouvez aussi dériver et
chercher le signe de f’, mais
f(x) N\ 1 2 2 e c’est plus ra.1pi.de de connaitre le
sens de variation des PSD

Montrons alors par récurrence l'inégalité 1 <u, < 2:

Init. : Pourn =0,0nauy = %et 1< % <2 Lapropriété 1 < u, <2 estvraieaurang0.
Héréd. : Sila propriété est vraie pourn = p, alorsona:1 < u, < 2.
Alorspourn=p+1,0na: u, = Upyq = f(up)

1<y, <2 f(D<f(u)<f@=>1<f(uy) <2=>1<uy, <2
La propriété 1 < u,, < 2 est alors vérifiée au rang p + 1.
Ccl : Pour tout nombre entiern > ,onabien 1 <u, <2

b.Dunepart: U,y — U, = U2 —2Uy +2 — Uy = U2 — Uy + 2
et dautre part: (u, —2)(u, — 1) = u,2 —3u, + 2 L'égalité est vraie.

c. Lepolynéme (x — 2)(x — 1) est positif a I'extérieur de ses racines 1 et 2 et négatif sur [1; 2]
Or, on a montré que u, € [1;2], donc u,;; —u, < 0:La suite (u,) est bien décroissante.

2) Ona:vn+1—vn=3\/v_n—vn=\/v_n(3—\/v_n)

On cherche le signede 3 — /v, : onsaitque:0< v, <9= /v, <3=3-—,v,=>0.

Donc, comme /v, = 0etque 3 —,/v, = 0ona v,,; — v, =0 etlasuite (v,) est croissante.

(Comme il s’agit d’une suite a termes positifs, vous pouvez aussi partir de Unti — 3o = qvec 0< v, <3 =
v v Jvn
11 Unt1 3 _ Unt1
m23 et o 23 = o =>1..)
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5 23 . n .
1) uy =Jetu, =~ 2)usz = 2,99219 et u, =~ 2,99997. 3) La suite (u,,) semble étre croissante.

1 3 1 9

4)a.0na: vy =Upp; —3 = (—Eunz + 3u, _E) —3=—s(+ 3)2 +3(v, + 3) -
1 9 9 1,
= —EUn2—3Un—E+3Un+9—E=—Evn CQFD
b. Init. : Pourn =0,ona v, = v, = —1 donc la propriété —1 < v,, < 0 est vraie au rang 0.
Héréd. : Si la propriété est vraie pour n = p, alorsona:—1 < v, <0.
1 . . "
Alorspourn=p+1,0na: v, = vy = —Evﬁ d’apres la question précédente.
-1<y,<0=>1= vpz = 0 car la fonction carré est décroissante sur R".
1 1 5 1

i—ES—Evp SO=>—ESUP+1S0
Or:—1< -3 donc, par élargissment —1 < v,,; < 0 la propriété est vérifiée au rang p + 1.

Ccl : Pour tout nombre entier n, on a bien -1 < v, < 0.



—_1 2 — 1
C. Vny1 —Vp = —3Un" — Uy ——vn(zvn+1)

d. On amontré que v, < 0 donc —v, = 0.

1 _1 1 _1 T |
Deplus -1 <v,<0= _ESEU” <0 & ES Svn t 1 <1 doncen particulier ZUnt 1=>0.
On en déduit donc que v,41; — v, < 0 et donc la suite (v,,) est décroissante.

Commeu, =v, +3,0na Uy — Uy = Vpy1 — Uy < 0 etlasuite (u,) est aussi décroissante.



