Savoeir §i. 1 : Se¢ns de variaviers d’'ulie suibe

Eftraifemenrt 1
1) (S,,) définie par Sy = —4 etS,,; = 3 —S,2. Onadmet que, pourtoutn €N, S, < 0

Démontrer par récurrence que la suite (S,,) est décroissante.

2) Soit la suite définie par u, = %et Upsr = f(uy),avec f(x) =x +e™™.

On admet que u,, est positif pour tout n. Montrer que la suite (u,,) est croissante.

Eftraifement 2

u
1) Soit (u,) la suite définie par u,,, = ﬁ etuy = ;
n

a. Etudier le sens de variation de la fonction f définie sur [0; + o[ telle que up4q = f(uy)

b. On admet que, pour tout n, on au,, > 0. En déduire que la suite (u,,) est une suite décroissante

2) (x,,) définieparx; = letpourn=>1:x,,1 = — +2. Onadmet que x,, > 0 pour tout entiern > 1

3xp+6
Montrer que la suite (x,,) est croissante

Efbraifetnent 3

1) (a,) définie paray, = 1 et a,,, = +/2a,. On admet que, pour tout entier naturel n,onaa, =0
Démontrer par récurrence que la suite est croissante.

2) Soit (wy,) la suite définie par w1 = w, —w? etw; = —1.
a. Etudier le sens de variation de la fonction f définie sur R par f(x) = —x2? + x

b. Montrer par récurrence que, pour tout entiern > 1,ona w1 <w, <0
Que peut-on en déduire sur le sens de variation de (w,,) ?

Litraifietent 1
1) Soit la suite définie paruy = 2 et Uy = 1+ In(u,).

a. Etudier le sens de variation de la fonction f définie sur ]0; +oo[ par u, 41 = f(u,)

b. Montrer par récurrence que, pour tout entier natureln,ona 1< u,;; <u, <2
Que peut-on en déduire sur le sens de variation de (u,,) ?

2) (wy,) définie parw, = 10 etw,,; =3 — Wi On admet que, pour tout entier naturel n,onaw, >0

n

a. Calculer wy et w, puis conjecturer le sens de variation de la suite
b. Le démontrer par récurrence.



Entraifietneit §
1) On définit la suite (u,) paruy = 0 et u,yq = f(u,) avec f(x) = 2vx + 1.

En étudiant le sens de variation de la fonction f sur [0; 4+oo[, montrer que, pour tout entier naturel n, on a:
0<u,<uyy1 <5

2) (a,) définie paray, = —2 eta,,; = 4 — 2a,2. On admet que, pour tout entier natureln,onaa, < 0

a. Calculer a; et a, puis conjecturer le sens de variation de la suite

b. Le démontrer par récurrence.



Corrig¢ Saveir Si. 1

Corrig¢ LEfitraifictnenit 1

1) Initialisation : Pourn = 0onas; =3 — (—4)2 = —13 < s, Donc s,,; < s, est vraiepourn = 0

Hérédité : Si s,,.1 < s, est vraie pourn = palorsona: s,y < s,
Or tous les termes de la suite sont négatifs, donc S§+1 = 55 et —szz,ﬂ < —sﬁ
Ona3—s5,. <3—s7 cestadire Sy, < Spyq
Alors 5,1 < s, estvraiepourn=p+1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a: s,,,1 < s, donc la suite est décroissante

2)Onaf'(x)=1—e7* R 0 +
Etl—e*>20 12e* o 02—x & 0<x ') - 0 &
Donc f est croissante sur [0; +oo[ f () N “
Montrons par récurrence que U, < U,4q
1
Initialisation : Pourn = 0onauy = % et u; = %+ e 2> % donc uy < uy
Donc u,, < u,,q estvraiepourn =0
Hérédité : Si u, < u,,, estvraiepourn = palorsona:u, < uyy
Or f est croissante pour x > 0 donc f(up) < f(up+1)
< Up+1 = Up+2
Alorsu, < u,,qestvraiepourn=p+1
Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a : u,, < u,,1 : la suite est croissante
Corrig¢ Lpitraifictnerit 2
1) Ona f(x) = —et f’(x)=1+x_x= L >0 x |0 Fo
14x (14+x)2 (1+x)2 — f’(x) 0 +
Donc f est croissante sur [0; +oo] £ Ve
Montrons par récurrence que 0 < u,4q < U,
e 5
Initialisation : Pourn = 0 on a u, =§ et uy =§+ (1 +§) =§x§=§ donc 0 < uy; <wuy

Donc 0 < uy,41 < u,estvraiepourn =0
Hérédité : Si 0 < u,,1 < u, estvraie pourn = palorsona:
0 <wupiq <wu,
Or la fonction f est croissante pour x = 0

donc f(0) < f(up+1) < f(up) S 0 <uUpy < Upyq
Alors 0 < u,4q < u, estvraiepourn=p+1

Conclusion : Pour tout entier naturel n,ona: 0 < u,,;1; < u, :lasuite est décroissante



1 117
+2=2—-—-=—>1donc x; = x4
3x1+6 9 9

Donc x,,;,1 = x,, estvraiepourn =1

2) Initialisation : Pourn =1 ona x, = —

Hérédité : Si x,,,1 = x,, estvraie pourn = p alors, on a
Xpy1 = Xp donc 3x,,4 +6 = 3x, + 6
Tous les termes de la suite sont positifs, donc 3x,, + 6 > 0 aussi

1 1 -1 -1 -1 -1
alors < = > et -22= -2
3Xp+1t6 3xpt6 3Xp+1t6 3xpt6 3xp+116 3xpt6
On abien x> = Xp, 41 Alors x,,,1 = x, estvraiepourn=p +1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a : x,41 = X, la suite est croissante

Corrig¢ Eritraifietierit 3

1) Initialisation : pourn =0 ,u; =2 doncu; >u, Doncu,,; > u, estvraie pourn =0

Hérédité : Si u,,q = U, estvraie pourn =palors :u,, 1 =u,
Donc 2upiq = 2u, et ([2upq = /21,
On a bien U,z = U, q Alorsu, . q = u,estvraiepour n=p +1

Conclusion : Pour tout entier naturel n,ona: u,.1 = u,
la suite (u,,) est croissante

1

2)Onaf'(x) =—-2x+1 * 1T® 2 oo
f(x) + 0 -

Initialisation : Pourn = lonaw; = -1 et w, = —(=1)2 -1 = -2 10 7 N

donc wy, <w; <0 Doncw,,q <w, <0estvraiepourn =1
Hérédité : Siw, ;1 < w, < 0 estvraie pourn = palors,ona:
Wpir1 < W, < 0 . Orlafonction f est croissante pour x S% donc f(wp+1) < f(Wp) < f(0)
S Wpip SWpy <0
Alorsw,,.1 <w, < 0estvraiepourn=p+1

Conclusion : Pour toutentiern > 1,ona:w,,1 <w, <0

La suite est (w,,) est décroissante (a termes tous négatifs)

Corrig¢ Eftraifietnerit &

0 + o0

1)a.Soit f(x) =1+1Inx Onaf’(x)=§ f,)(cx) T

Donc f est croissante sur ]0; +oo][

f [l A

b. Initialisation : Pourn =0onauy=2 et u; =1+In2 =17 donc u; < u,
Donc1l < uuyq < u, < 2estvraiepourn =0

Hérédité :Si 1 < u,,q <u, <2 estvraiepourn =palors ona: 1<uy,; Su, <2
Or la fonction f est croissante donc 1 < f(up+1) < f(up) <f(2)
Avecf(1) =1etf(2)1+In2 =17
onendéduit 1 <upy; SUpy <1+1In2
Et par élargissement, 1 S up,,, S Upyq <2 Alors estvraiepourn=p +1

Conclusion : Pour tout entier natureln,ona:1 <y, <u, <2

La suite (u,,) est donc décroissante



T 1 .
2) Initialisation : pourn =0 ,u; = 3 — i 2,9 doncu; <uy, Doncu,,q <u,estvraiepourn =20

Héredité : Si u,,1 < u, estvraie pourn =palors :u,,; <u,

Or on a admis qu’il s’agit d’ne suite a termes positifs donc ! = Lo -t < S
Up+1 Up Up+1 Up
& 3-—1-<3-= On abien up 1 < upyq Alors u, ;1 < u, est vraie pour
Up+1 Up
n=p+1
Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a : u,,1 < u,, la suite (u,) est décroissante
Corrig¢ LEfitraifictenit &

/] 2 1 . X 0 + o0
1) Ona f'(x) e e i 0  Donc f est croissante sur [0; +oo[ 70 -
Initialisation : Pourn =0onauy =0 et uy =2 donc 0 <uyy<u; <5 f(x) A

Donc 0 < u, < u, ;1 <5estvraiepourn =20

Hérédité : Si 0 < u, < u,,q < 5estvraiepourn =palors,ona:0=<u, <u,.; <5
Or la fonction f est croissante pour x = 0 donc f(0) < f(up) < f(up+1) < f(5)
Avec f(0) =2etf(5) =2V6 =49 ona 2 <upyy; < upy, < 2V6
Et par élargissement 0 < uyq S Upyp <5
Alors0 <u, <u,,q1 <5estvraiepourn=p+1

Conclusion : Pour tout entier natureln,ona: 0 <u, <u,,;1 <5

La suite (u,,) est croissante

2Q)0a.ap=—-2eta; =4—-2x%x(-2)>=—-4 onaa, <a, lasuite semble décroissante

b. Initialisation : fait la question d’avant  Donc a,,;1 < a,, est vraie pourn =0

Hérédité : Si a,4q < a, estvraie pourn = p alors: a,,1 < a, <0 carles termes de la suite sont négatifs
Donc ajy; =aj et —2a,,, < —2a5 = 4—2a5,; <4—2a5 = apiz < Apyq

Alorsa, .1 < a,estvraiepourn=p+1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a: a,;1 < a, lasuite (u,) est décroissante



