Gorrections Sawvoirs Si. 5

Exercice 14: Gonvergente ou pas ?

a) (u,) est décroissante et minorée  b) (u,,) est croissante et majorée c) (u,) est croissante et minorée
= Convergente = Convergente = On ne peut pas conclure
d) (u,) est croissante et majorée e) (u,) est croissante et majorée f) (u,) estcroissante et minorée
= Convergente = Convergente = On ne peut pas conclure

g) (u,,) est décroissante et minorée par /3 h) (u,) est décroissante et majorée par 1 200

= Convergente = On ne peut pas conclure

Corrigé Fxercice 15

1) a. Initialisation : Pourn = 0,onavy = 2015 et v; = 44,9 Donc0 < v; < v, .
La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Si la propriété est vraie aurang p,ona 0 < v,,; < v, alors

0 < ,/vp41 < /vy carlafonction racine carrée est croissante donc 0 < vp,45 < Vg

Alors la propriété est vraie aurang p + 1.
Conclusion : Pour tout entier naturel n,ona 0 < v,,;1 < v,.
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b. La suite (v,,) est décroissante et minorée par 0, donc, d’aprés le théoréme des suites monotones bornées,

elle est convergente.

2) a. Initialisation : Pourn =0,wy, =5 > 0. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Si la propriété est vraie au rang p alors w, = 0.
Alors —w, <0 = e™r <1 carI'exponentielle est croissante = —e™"? > —1
= 2—e "7 >2120 Cesta-dire wyy; = 0.
Alors la propriété est vraie aurang p + 1.
Conclusion : Pour tout entier naturel n,ona w,, = 0.

b. Initialisation : Pourn =0, w; =2 —e > =2 < w, La propriété est vraie au rang 0.

Héredite : Si la propriété est vraie au rang p alors wy 1 < wy,.
donc —wpyq = —w, > e "P+1 = e " car la fonction exponentielle est croissante.
Alors —e™rt1 < —e™p = 2 —e Wpt1 <2 —e7VWp,
Donc Wy, p < Wpyq La propriété est vraie aurang p + 1.
Conclusion : Pour tout entier naturel n,ona w1 < w,.

c. La suite (w,,) est donc décroissante et minorée par 0, d’apreés le théoréme des suites monotones bornées,

elle est donc convergente.
3) a. La suite (u,,) semble étre croissante.

b. Initialisation : Pourn = 0,onauy,=1<4 La propriété est vraie au rang 0.
Héredite : Si la propriété est vraie au rang p alors u,, < 4
Alors iupS1 = iup+3s4
Donc uy4q <4 La propriété est vraie aurang p + 1.
Conclusion : Pour tout entier naturel n,ona u, < 4.




1 3
c. Onaun+1—un=Zun+3—un=—zun+3.
(e 3 3
Or, comme u,, < 4, on en déduit —2Un >—-3 = —Zun+3 > 0.

Donc U,4q — U, = 0 Lasuite (u,) est bien croissante.

d. On a montré que la suite (u,,) était croissante et bornée par 4 : d’aprés le théoréme des suites monotones
bornées, la suite (u,) est convergente.

Pour aller plus loin...

3x
x+1°

4) a. Soit la fonction f définie sur R\{—1} par f(x) =

3(x+1)-3x _ 3

= > 0 Donc la fonction est croissante.
(x+1)2 (x+1)2

f est dérivable, etona f'(x) =

b. Initialisation : Pourn =0,a, = leta; = S:ona bien 0 < ay < a; < 2. La propriété est vraie au rang 0.

Héredité : Sila propriété est vraieaurang p alors 0 < a, < a,;; <2

Alors on a, puisque f est croissante : f(0) < f(ap) < f(ay+1) < f(2) avec f(0) =0 et f(2) = g = 2.
Donc en endéduitque 0 < a1 < ap4, < 2. Lapropriété estvraieaurangp + 1.

Conclusion : Pour tout entier naturel n,on0 < a,, < a,;1 < 2.

c. On vient de démontrer que la fonction (a,,) est croissante et majorée par 2 : d’apres le théoréme des suites
monotones et bornées, elle converge.

Corrigé Fxercice 16

1) a. Init: Pourn =0, uy = 5et u, =lio(5+1)2 =%= 3,6 Donc0<u; <uy<5.
La propriété est vraie au rang 0.

HR : Si la propriété est vraieaurang p alors 0 < u,,; <u, <5

Alorsona 1 <u,,;+1<u,+1<6

2 2
Les nombres sont positifs et la fonction carrée croissantedonc: 1 < (up+1 + 1) < (up + 1) <36

1 1 2 1 2 36 1 36
—< = <= <= ’ oté 0 < — ! =<
APTE T (upﬂ +1) < 102(up +1) < 10, Ord'un coté 0 < - etdel'autre - <5.
. 1 1
On a bien OSE(up+1+1) Sﬁ(up+1) <5 2 0=<uUpyy SUpy <5.
La propriété est vraieaurangp + 1.

Ccl : Pour tout entier naturel n,on 0 < u,,1 <u, <5.

b. On vient de montrer que la suite (u,,) était décroissante et minorée par 0, d’aprés le théoréme des suites
monotones bornées, elle est convergente vers un réel [.

c.Ona lim u,,; =let 0 <uy,q donc, d’apres le théoreme de comparaison, 0 < L.
n—+eo

De méme, 1ir£1 u, =let u, <5donc,I <5 Onadoncbien:0<I<5
n-+oo

d.l=%(l+1)2=>101=12+21+1 e 2-8l+1=0

A=60 = 1, =3 _ 4 4 VTS et 1, = 4—VT5

2
Onal, € [0;5] alors que [; > 5.

Donc la solution qui convient est [, : liIP u, =4-+v15
n—+oo



2) a. Ci-contre.

b. La suite a l'air croissante, elle est donc minorée par son
premier terme vy = 1. Par ailleurs, il semblerait que les
termes soient majorés par 8.

Donc on conjectureque 1<v, <v,,; <8.

c. Démo par récurrence :

. 1 9
Init: Pourn =0, vg = let v, =§+4=5' Donc

1 <v, <v; <8 Lapropriété est vraie au rang 0.
HR : Si la propriété est vraie au rang p alors

1<v,<vp; <8
1 _1 1
Alors > < >Vp < > Vp+1 <4
9

1 1 9
:>ESEUP+4SEUP+1+4S8 Or OSE. q

Onabien:1<v,. SVp, <8. '
La propriété est vraie aurang p + 1.
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Ccl : Pour tout entier naturel n,on1 <v, <v,,; <8.

d. On a montré que (v,,) était une suite croissante et majorée par 8, d’aprés le théoréme des suites

¥y Ny

monotones bornées, elle est donc convergente vers un réel [. Or,si lim u, = [, on a, par opération sur

n—+oo

- . .1 1 . _ . 1
les limites: lim u,,; = lim -u, +4 =>1l+ 4. Comme lim u,,; = ondoit bien avoir I =1 + 4.
N—+oo N—o+eo 2 2 Nn—+oo 2

e.l=2l+4 o3l=4 =8 Ona limu,=8.
2 2 n—+oo

Pour aller plus loin...

3) Modélisation de la situation par une suite :

Appelons 1, le volume d’eau du lac artificiel au bout de n années, en milliers de m>.
On avy = 80 et d’une année sur l'autre, on garde 70% du volume d’eau de I'année
précédente (soit 0,7V},) et on rajoute 6 milliers de m® d’eau. On a donc la relation de
récurrence :V,,,1 =0,7V,+ 6

Méthode : Pour comprendre I’évolution a long terme, il faut étudier la limite de la suite
(V,), donc chercher si elle est croissante ou décroissante, majorée ou minorée et donc
convergente ou divergente.

Piste : A la calculatrice, conjecturer du sens de variation et des bornes de la suite :
La suite a I’air décroissante et minorée par 20.

On va donc chercher a démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n,ona 20 <1

Init: Pourn =0, V, =80etV; = 62 onabien 20 <V, <V;.
La propriété est vraie au rang 0.
HR : Si la propriété est vraie au rang p alors 20 <V, <V,
Alors 14 < 0,7V, <0,7Vp; = 20=<0,7V, + 6 < 0,7V44.
On a bien :20 < Vp4q < Vpip.  Lapropriété est vraie aurang p + 1.

Ccl : Pour tout entier naturel n,on20 <V,, <V, ;1.
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La suite (1},) est donc décroissante et minorée par 20 : d’apreés le théoréme des suites monotones bornées,

elle est convergente vers un réel L.

Comme lirp Vps1 = lim V,, =L ondoitavoir 0,7L+6=L & 03L=6 & L =20.
n—+oo

n-+oo

Ona lim V, = 20.

n—-+oo

Corrigé Fxercice 17

A - Premiére méthode
1)a.l:Pourn =0, uy =12 > 8 vraieaurang0
HR : Si la propriété est vraie au rang p alors u, = 8
Alors Eup > 6
4
3

= ZuP+228 = Upyq = 8.

La propriété est vraieaurang p + 1.
Ccl : Pour tout entier naturel n, onu,, = 8.

3 .
b.l:Pourn=0, uy =X 12+ 2 =11 < uy Vraieaurang0
HR : Si la propriété est vraie au rang p alors u,.; < u,

3 3
Alors 2 Up+1 < 2 W
3 3
= JUpsr t 2 < Ut 2> Upyy S Upyq.

La propriété est vraieaurangp + 1.
Ccl : Pour tout entier naturel n,ona u,1 < u, .

2) La suite (u,,) est décroissante et minorée par 8, d’aprés le
théoreme des suites monotones bornées, elle converge vers
une limite L.

3)a. lim u, =1, on a, par opération sur les limites :
n—+eo

3 3
lim up; = lim ~u, +2==01+2.
n-+oo n+1 notood 4

Comme lirp Up+1 = | on doit bien avoir I = %l + 2.
n—>+0o

b.l=3214+2 o 2l=2 < =8> Ona limu, =8.
4 4 n-+oo

B — Deuxiéme méthode

1) La suite (u,,) semble converger vers 8.
2)v, =u,—8 .

a. Upy1 = Upyp — 8= %un -6

Et%vn = %(un —-8) = zun -6

Donc Untr = %vn.

(v,,) est une suite géométrique de raison
3

~etde 1 terme vy, =u, —8 =4

4

b.vn=v0><q"=4x(z)n et

un=%+8=8+4xey

n
. Ona—-1<3< 1, donc lim (E) =0
4

n—o+eo \4
Donc, par opération sur les limites :
lim u,=8.
n—-o+oo

Les sujets de bacs peuvent vous mener vers
les deux méthodes, mais si vous avez a
faire toute la démarche seuls (type
question ouverte), il faut connaitre les
étapes.



