Savoir M. 3: Corrections

Corrigé Exercice 12
— — 12

1 a)“”3:(12—12 —20+21/ " \0 1
= A est une matrice carré, elle est donc inversible et on abien A1 = B

14040 —-2424+3 —-542+43 1 0 O
b)AB=<O+O+0 0+14+0 0+1—1)=<0 1 O>=I3
0+0+0 O0+04+0 04+0+1 0 0 1
= A et B sont des matrices carrées, donc A est inversible etonabien A=1 =B

2)a) Det(A)=10—-12 = —2 # 0 = Lamatrice A est inversible et A™! = i( 2 _3) = z
-2 \—4 5 2 5

b) Det(B) = —12+ 12 = 0 = Lamatrice B n’est pas inversible

FET

c) Det(C) =16 -0 = 16 # 0 = Lamatrice C est inversible et €' = %6(3 2) -

(=)
= O

Rappel : une matrice diagonale de coefficients tous non nuls a;;est toujours inversible, et son inverse est la matrice
. . . 1
diagonale de coefficient —

aii

1 3
d) Det(D)= 2—0 = 2 #0 = Lamatrice D estinversible et D™= 1(1 _3) =72 2
2\0 2 0 -1

3) Det(A) = b —a Pour que la matrice A soit inversible, il fautdoncque b —a #0 & b # a.
b —a)

-1 1
. .. . . c=0o0ud=0
Det(B) =1 —dc Pour que la matrice B soit inversible, il fautque 1 —cd # 0 & c#20d+0etcs i.

Onauraalors A~ = (

Onauraalors B~ = (—1d _10)

1
- 0 0
4) D1 = 8 1 o | C’estsympa les matrices diagonales...
0 0 3
_(-5+12 30-30\_ (7 0\ _
5) 3) AB_(—2+2 2-5)=(o 7)=7r

Donc A X (%B) =1, Aestune matrice carrée, donc A est inversible et A=1 = %B

6+6+0 2—24+0 —24+2+4+0 12 O 0
b)AB=(12—18+6 4+6+2 —4—6+10>=(0 12 o>=1213 Donch(iB)=I3
—-6+04+6 —-240+4+2 240410 0 0 12
A est une matrice carrée donc elle est inversible et A=1 =1—123

/E _1 E\ /§ -3 1 —ﬁ\ 8 -2 6 —4
6 6 6 — P _
] L E 13 -1 5 mpi-|3 0 —¢{_-1f2 1 0 -2
Ja) At=| -2 S —S|=-|-8 2 -4 ) B —|i 8 1 _16|—‘ 6 0 6 —6
\E 2 5/ 20 -2 10 \2 , 1/ 4 2 6 -2

3 3 3 s 3 1 73

3 3 3

La 2°™ forme (avec la fraction factorisée) n’est pas obligatoire, mais tellement plus élégante, mathématiquement
parlant...



Corrigé Exercice 13

_(4—-3 -2+42 1 0\ _
1)a)AB_(6—6 —3+4) (0 1)_12
A est une matrice carrée donc elle est inversible et on a bien A~ = B

[

[0
2 2
b) On peut calculer AB et faire tous Iescalculsavecdesé...avec B =| % i z |... mais c’est un peu fatiguant ;-)
1 1 1
T4 2 4
1 4 0 —4
ou alors calculer sans IeSgetprouverquegafaitSI... SionposeC=|1 2 3
-2 4 2
1 2 -1 4 0 -4 4424+2 0+4-4 —-4+6-2 8 0 0
AC=({1 0 2 |x{1 2 3 |=({0+4—-4 0+0+8 —4+0+4)=(0 8 0]=8I
-1 2 -1 -2 4 2 —4+24+2 0+4-4 4+6-2 0 0 8
Donc AXGC):I3 © AxB=1; = Aestunematrice carrée donc elle est inversibleet A-1 =B
= 0 0
2)A7 =10 -4 0
0 0 1
_( —4+0 0+0y_(—4 0\_ _ _1p) _
D) AB= (0104 0 a)=(Q =4 = DoncAx(-1B)=1h
A est une matrice carrée donc elle est inversibleet A~1 = —iB
0+0+10 0—4+4+4 0—2+2 10 0 O
b) AB=(0+04+0 2+84+40 —-4+44+0)=(0 10 0 |=10I;
0+0+0 —-4+4+0 8+2+0 0 0 10

Donc A % (1—10 B) = I; = Aestune matrice carrée donc elle est inversible et et A1 1—108

Corrigé Exercice 14

-1 0 0 -1 1 0
2 — e 3 = = — 4 = =
1)‘4_(0 —1)_ L 4 (1 0) 4 4 (0 1) &
Onadonc A x A3 =1,
A est une matrice carrée donc elle est inversible etdonc A1 =43 = -4
2)A2-6A+31=0 & A*>—64=-3]
o A(A-61) =-3I
. Ax(—g(A—61))=1
1
PN Ax(—§A+21)_1
A est une matrice carrée donc elle est inversible et donc on abien 471 = —%A + 21
2 _(3 4 _ (2 4 1 0\ _/3 4\ _ .»
3) a) A _(2 3) et 2A+12—(2 2)+(0 1)_(2 3)—A

b) A(A—2I,) =A>—-24=QA+1)—-24=1

-1

C) A est une matrice carrée donc elle est inversibleetona A™1 =A—2I, = Donc A7' = ( 1




Corrigé Exercice 15

Extrait 1

_—175 3 . (0,125 0,525\
op = ( 1,25 5) et (QD)x Q™" = (0,625 0,625) =4

Extrait 2
a.(I—M)x(4 2)=(0,3 _0’2)x(4 2)2(1,2—0,2 0,6—0,6)2(1 0)21

1 3 -01 04 1 3 -04+04 -02+12 0 1
b. Onadonc (I — M) X (‘1} g) =1 et (I — M) est une matrice carrée, elle est donc inversible et la matrice
inverse de (I — M) est (‘1L ;)

CU=MXU+P & U—MU=P
s (I-MU=P
SU-MIxU-MU=(UI-M)"1xP
& U=U-M)"txP

onssre =1 2)((9)= ()
Extrait 3
[t Tt oy

b) OnaP’=P1 Donc PlBP=A & Px(P'BP)=PxA
& (PPY)x BP = PA
© BP=PA © BPxP l'=pPAxp!
& B=PAP?

Extrait 4
_ (145 1-1\_ (6 0\ _ A _ (6 0\ _
a)PQ—(S_5 5+1)—(0 6)—61 DememeQP—(O 6)—61
Onadonc P x (%Q) = I Or P est une matrice carrée, elle est donc inversible et P~1 = %Q
1
6

plus, vu que le produit de matrice a déja €té détaillé dans la question a, n’hésitez pas a faire les calculs a la
calculatrice... 1l faut juste donne une étape intermédiaire

P_1A=1(1 1)><(0'95 0,01)=1( 1 1)

D) N’hésitez pas a laisser le = de coté dans vos calculs jusqu’a la fin... ¢a évite des calculs fractionnaires pénibles. De

6\—5 1)*\005 099/ 6\-47 094
et PIAP 2%(—41},7 0,}34)x(é _11)2%(8 5.%4)=((1) 0,24) Onadonc D =((1) 0,994)
Extrait 5

a) C=AXC+B o C—-AC=B
o (I-AC=B

& NC =B
b)NC=B & N-'NC=N"'B
& C=N"'B
45 20 45 20\ /1 45+40 17
oone ¢ = (% 2 )x (o) =5 x5 )=|dm )=

23 23 23 23 10 230 23



Extrait 6

9 4= (1506 314)=(1g 7) Do 4= =g )= 5)=(; &)=

b) Onadonc 64— A2=51 & A(6I—A)=5 & Axz(6l—A)=I

. , . . _ 6 1
Or A est un matrice carrée, elle est donc inversible et 471 = EI - EA

g5t =sx(@r-ta)=er-a=(§ )-(3 = (3 )
Extrait 7

1+1+4 1-1+2 1+1+1 6 2 3
a) M*=|1-1+4+4 1+1+2 1-1+1])=|4 4 1
442+4 4-242 4+2+1

6 2 3 8 8 8 /6 0 0
b)AF—F8M4—6I=<4‘ 4 1)+—<8 -8 8>+<0 6 0)
10 4 7 32 16 8 \o 0 6
OM3=M2+8M+ 6] & M3—M?2— 8M= 6]
& M(M?—M —8I) =6l
@IWXaMZ—M—SDzl

20 10 11
12 2 9 |=M3

42 20 21

Or M est une matrice carrée, elle est donc inversible et on a bien M ™* :é (M? —M —8I)

Corrigé Exercice 16

2 1 1
1)a)B?’=(1 2 1|=B+2I;
1 1 2
b) BB—1L)=B2—B=(B+2L)—B=2I

c) Ona B x %(B —L)=1 OrB est une matrice carrée donc elle est inversible
1 1
-1 1 1 / 2 2
etdoncB‘1=§(B—I3) et B‘1=%<1 -1 1>=|
1 1 -1

NIRLr NP |I
N |- |
N | =
| N[RN[R

N | =
S~— __—

2) Questions 1 : il suffit en général de multiplier par A pour démontrer ces questions
a)Vrai: AM = 0 © A1 x(AM)=4"1x0
& A1AHAxM=0
& M=0

b)Vrai: AM = AN & A 'x (AM) = A~!x (AN)
& (A A xM=(A1T4) %N
& IM =IN
&S M=N
Question 2 : Parfaitement vrai
Question 3 : Vrai (encore) : (AB) X (B™'A™1) = A(BB™ VA1 =AlIA1 =441 =]

Question 4 : Faux cette fois... il faut que la matrice diagonale n’ait aucun coefficient non nul ...

3) a) M(M —al) = M? — aM = (aM + bl) — aM = bl
1

b) Si b#0 alors M est inversible car M X (% (M — aI)) =] et M 1= ;(M —al)




