Ed.5 - Equations différentielles y =f et y = ay
1°) Résolutionde y = f

a) Ensemble des solutions

Ex :
y =x*

5 5
Une primitive de x* est - Les solutions sont les fonctions de la forme r + k.

Soit F une primitive de f.

e Les solutions de 'équation différentielle y' = f sur I sont les fonctions de la forme
F,:x»F(x)+k

oU k € R est une constante

Exemple 1 :y' = 2x.
Une primitive de 2x est x?2.
L'ensemble des solutions est :
S={x*+k : keR}

Exemple 2 :y' =x +cosx

2
. oy X .
Une primitive de x + cos x est7 + sinx donc:

x2 , ,
S={7+sinx+k : k ER}

Exemple3:3y —x%2 =0
Il faut se ramener 3y’ = qqch il fautisoler y .

3y'—x2=0<:>3y'=x2=>y'=§x2
3

N 1 1 x 3
Une primitive de gxz ests X — =

X
9 .

x3
S={3+A : AE]R}




b) Solutions vérifiant une condition initiale
Ex :y' = 2x.
Soit g une solution de cette équation différentielle telle que g(3) = 2. Déterminer I'expression de g(x) en
fonction de x.
Ona:g(x)=x>+k avecg(3)=2=>9+k=2>k=-7
Au final on adonc:

gx) =x*—-7

r 3
Ex2:x = 7
La fonction inconnue est x et la variable est t.
Déterminer la solution h de cette équation différentielle qui prend la valeur 1en t = 2.

Une primitive de % est3Intdonch(t) =3Int+ A avec

e
h(2)=1=23In2+4=1=2A4=1-3In2 (=1n§)

Donc

t
h(t)=3Int+1—-3In2 <=31n§+1)

= Ed5 Exercices 8 et 9

2°) Solutions de y' = ay

a) Ensemble des solutions

Soita # 0. On considere I'’équation différentielle

y =ay

On s’intéresse aux solutions de cette équation définies sur un intervalle 1.
(par exemple sur [3; 7] ou sur [2; + o[ ou sur |—o; 6]...)

Sia = 0 alors I’équation devient :

y =0
Les solutions sont... les fonctions constantes.
Sia = 1 alors I’équation devient :
y =Y
(e¥) =e*
(9e*) = 9e*

(e¥+2) =e* #e* +2



Sia+# 0: parex y’ = 10y
(eIOx)’ = 10e10x

On admettra le résultat suivant :

Les solutions de y = ay sont les fonctions de la forme :
frk : x> Ke®™
ou K est une constante.

Exemples

’

y =6y
S={Ke® : Ke€eR}
3y'+y=0

Méthode : isoler le y'.

1

! 1
3y =-yey =-3y

1
Sz{Ke_§x : KE]R}

b) Solutions vérifiant une condition initiale

Exemples

’

y =7y
Déterminer la solution f vérifiant f(0) = 3.

Onaf(x) =Ke”™ avecf(0)=3=>Ke’™*'=3=K=3
f(x) =3e™

2y’ —y=0

Déterminer la solution g vérifiant g(1) = —5.
2y —y=0e2y=yeoy =cy
Onadonc g(t) = Aet/? avecg(1)=-5=2>A4VJe=-5=> A=—

Donc
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5
glt) = ——e'/?
e

Ve

= Ed5 Exercices 10,11 et 12




